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1. INTRODUCTION
Si F est un corps de nombres ou un corps local, nous notons O sonF
anneau d'entiers. Soient G un groupe fini, F un corps de nombres et L un
w xordre de l'algebre de groupe F G . L'etude de la classification des L-mod-Á Â
ules localement libres conduit a l'introduction du groupe des classes de L,Á
Ž .que nous notons Cl L . On doit a Frohlich de nouvelles descriptions deÁ È
Žtels groupes ainsi que des progres importants dans leur connaissance voirÁ
w x. w xpar exemple F2, Chap. II . L'ordre O G et son groupe de classes ontF
w xete particulierement etudies. En effect, O G est le plus petit ordre de OÂ Â Á Â Â F F
w xdans F G qui contient G, et de ce fait, joue un role particulier. En outreÃ
si G est le groupe de Galois d'une extension moderement ramifiee NrF,Â Â Â
w xl'anneau d'entiers de N est un O G -module localement libre et definitÂF
Ž w x.donc un element d'un grant interet arithmetique dans Cl O G . BienÂ Â Â Ã Â F
w xentendu l'algebre F G contient de nombreux ordres. Parmi ceux-ci cer-Á
tains peuvent se reveler interessants tant par leurs proprietes algebriquesÂ Â Â Â Â Â
que par le role qu'ils jouent lorsqu'on les considere dans un contexteÃ Á
* Le premier auteur a beneficie d'une bourse du EPSRC; il tient a remercier le Departe-Â Â Â Á Â
ment de Mathematiques de UMIST pour son hospitalite.Â Â
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arithmetique. C'est a la definition de tels ordres que nous nous interessonsÂ Á Â Â
ici. La definition d'un ordre et celle de son groupe de classes se ramene aÂ Á Á
des considerations locales. En effet tout ordre L est defini par la donneeÂ Â Â
Ž . Žen chaque place de F de sa composante locale. En outre si K L resp.0
Ž Ž ..K T L designe le groupe de Grothendieck des L-modules localementÂ0
Ž .libres de type fini resp. de O -torsion a presentation localement libreÁ ÂF
w xnous savons, grace a F2, theoreme 1, Chap. I , qu'il existe des homomor-Ã Á Â Á
phismes de groupes h, u , d et r tels que l'on on ait la suite exacte
h u d rw x  4K L “ K F G “ K T L “ K L “ Z “ 0 1Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .1 1 0 0
Ž . Ž w x.ou K L et K F G sont les groupes en K-theorie usuels. Nous dis-Á Â1 1
w xposons egalement d'un isomorphisme canonique F2, theoreme 1, Chap. 1 ,Â Â Á
K T L ( K T L 2Ž . Ž .Ž .@0 0 p
y
ou p parcourt l'ensemble des ideaux maximaux de O . Ainsi la connais-Á Â F
Ž . Ž . Ž .sance de Cl L ( ker r se ramene via 1 a celle de K T L , et celle deÁ Á 0
Ž . Ž .Ž .K T L a celle des K T L . Nous sommes donc conduits a nous placerÁ Á0 0 y
dans une situation locale, ce que nous faisons desormais.Â
Nous fixons un nombre premier p; nous designons par Q le corpsÂ p
p-adique et par Q une cloture algebrique de Q fixee une fois pourÃ Â Âp p
toutes. Les corps avec lesquels nous travaillons sont toujours des exten-
sions finies de Q contenues dans Q . Si L est un tel corps, nous notonsp p
V le groupe de Galois de Q sur L. Soient G un groupe fini et K uneL p
extension finie de Q ; notre but est de definir une nouvelle familleÂp
w x w xd'ordres de K G a laquelle appartient l'algebre de groupe O G et deÁ Á K
w xmontrer que les proprietes ``fortes'' satisfaites par O G sont egalementÂ Â ÂK
satisfaites par tout ordre de la famille. Le role joue par ces ordres dansÃ Â
l'etude de l'arithmetique des extensions de corps de nombres sauvagementÂ Â
ramifiees fera l'objet d'un autre article.Â
Pour tout p-sous-groupe H de G, contenu dans le centre de G, nous
posons
w xL G, H s M H m O G 3Ž . Ž . Ž .K K O w H x KK
Ž . w xou M H est l'unique ordre maximal de l'algebre commutative K H .Á ÁK
Ž .Puisque H est contenu dans le centre de G il est clair que L G, H estK
w x w xun O -ordre de K G , qui contient l'algebre de groupe O G et qui estÁK K
 4egal a cet ordre si H s 1 .Â Á
Remarquons que, si NrQ est le compositum d'une extension galoisi-p
enne et finie, moderement ramifiee de Q , et d'une p-extension abelienne,Â Â Â Âp
Ž . Ž .nous pouvons associer au couple G, H ou G resp. H est le groupe deÁ
Ž .Galois resp. le premier groupe de ramification de NrQ , un ordrep
Ž . Ž .L G, H du type 3 .Q p
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Nous rappelons maintenant brievement la description donnee parÁ Â
Ž . w xFrohlich du groupe K T L associe a un ordre L de K G . Nous intro-È Â Á0
duisons pour cela quelques notations.
ÃPour tout groupe fini F nous designons par F l'ensemble des caracteresÂ Á
des representations irreductibles de F sur Q et par R le Z-module libreÂ Â p F
Ãde base les elements de F. Les representations d'un tel groupe sontÂ Â Â
realisables sur une extension finie de Q . Dorenavant E designe uneÂ Â Âp
extension finie de K sur laquelle sont realisables toutes les representationsÂ Â
de groupes que nous avons a considerer. Pour tout anneau A nous notonsÁ Â
A= le groupe de ses elements inversibles. Le groupe V opere a la foisÂ Â Á ÁK
sur le groupe O= des unites de O et sur le groupe additif R . NousÂE E G
Ž =.designons par Hom R , O le groupe des homomorphismes de RÂ V G E GK
dans O= qui commutent avec l'action de V . Rappelons la definition deÂE K
w xl'homomorphisme determinant introduit par Frohlich F2, Chap. II . IlÂ È
s'agit de l'homomorphisme de groupe
Det : L=“ Hom R , O= 4Ž .Ž .V G EK
= ÃŽ .ou pour tout a g L , Det a est defini sur les elements x de G parÁ Â Â Â
Det a x s det T aŽ . Ž . Ž .Ž .
si T est une representation de G de caractere x , puis prolonge parÂ Á Â
Ž .linearite a R . Nous savons alors que la suite exacte 1 , qui dans cetteÂ Â Á G
situation locale devient
w x  4K L “ K K G “ K T L “ 0Ž . Ž .Ž .1 1 0
induit un isomorphisme de groupe
Hom R , O=Ž .V G EKK T L ( . 5Ž . Ž .0 =Det LŽ .
Nous pouvons maintenant aborder deux problemes importants dansÁ
Ž .l'etude des groupes K T L . Le premier concerne l'existence, sur ceÂ 0
groupe, d'operations d'Adams. L'anneau des representations virtuelles deÂ Â
G possede une structure de l-anneau au sens de Grothendieck. Si k estÁ
un entier, nous definissons la k-ieme operation d'Adams, associee a cetteÂ Á Â Â Á
structure de l-anneau, comme l'endomorphisme c k du groupe R definiÂG
par
c k x g s x g k ;x g R , g g G. 6Ž . Ž . Ž .Ž . G
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L'endomorphisme c k definit par dualite un endomorphisme deÂ Â
Ž =.Hom R , O en posantV G EK
c k f x s f c k x ;x g R . 7Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . G
Ž . kL'isomorphisme 5 conduit a se demander si les endomorphismes cÁ
Ž . w xinduisent des operations sur le groupe K T L . Nous avons dans CN-TÂ 0
w xdonne une reponse positive a cette question lorsque L s O G et KrQÂ Â Á K p
est une extension non ramifiee. Ce resultat a motive une serie d'articlesÂ Â Â Â
recents: citons d'une part une interpretation en terme de K-theorie de cesÂ Â Â
w xoperations, due a B. Kock K1, K2, K3 , et d'autre part une interpretationÂ Ã Á È Â
w xen terme de modules obtenue par T. Chinburg et D. Burns C-B . Le
premier resultat que nous obtenons ici est la generalisation aux ordresÂ Â Â
Ž .L G, H du resultat precedent:Â Â ÂK
THEOREME 1. Pour toute extension non ramifiee KrQ et pour tout entierÂ Á Â p
k Ž Ž ..k les operations c induisent des endomorphismes du groupe K T L G, H .Â 0 K
Le second probleme examine dans cet article est celui des points fixes.Á Â
On sait que ce resultat, demontre pour les algebres de groupe par leÂ Â Â Á
£w xsecond auteur dans T1 , a joue un role cle dans une situation arithmetiqueÂ Ã Â
w xpour demonter la conjecture de Frohlich T3 . Nous rappelons le theoremeÂ È Â Á
des points fixes usuel. Supposons que KrQ est une extension galoisiennep
Ž w x=.de groupe de Galois S. Le groupe Det O G peut alors etre muniÃK
d'une structure de S-module via la regleÂ
s sDet a s Det aŽ . Ž .
w x=pour a g O G et s g S operant sur les coefficients de O . LeÂK K
theoreme des points fixes affirme l'egaliteÂ Á Â Â
S= =w x w xDet O G s Det Z G 8Ž .Ž . ž /K p
Žw wlorsque KrQ est une extension non ramifiee, T1; T2, Chap. VI, ou F1,Âp
.Chap. II paragraphe 6 . Nous nous sommes interesses ici a la validite deÂ Â Á Â
Ž . Ž .l'egalite 8 pour les ordres L G, H . Les resultats que nous obtenonsÂ Â ÂK
montrent non seulement cette validite sous une hypothese legerementÂ Á Â Á
restrictive, mais nous permettent egalement de demontrer une forme deÂ Â
``theoreme des points fixes relatif'' pour les algebres de groupes. PlusÂ Á Â
precisemment nous demontrons les deux theoremes suivants:Â Â Â Á
THEOREME 2. Soit KrQ une extension finie et non ramifiee de groupe deÂ Á Âp
Galois S. On suppose que H est facteur direct de G. Alors on a
S= =Det L G, H s Det L G, H .Ž . Ž .Ž . ž /K Q p
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THEOREME 3. Soit KrQ une extension finie et non ramifiee de groupe deÂ Á Âp
Galois S. Soient G un groupe fini et z une racine de l'unite d'ordre uneÂ
puissance de p. Alors on a
S= =w x w x w xDet O G s Det Z z G .ž / ž /K Ž z . p
Ž .Nous deduisons immediatement du theoreme 2 et de 5Â Â Â Á
COROLLAIRE. On suppose que H est facteur direct de G. Alors pour toute
extension finie et non ramifiee KrQ l'extension des scalaires induit unÂ p
Ž Ž .. Ž Ž ..homomorphisme injectif de K T L G, H dans K T L G, H .0 Q 0 Kp
Le plan de cet article est le suivant: dans le paragraphe 2 nous donnons
Ž Ž .=.une description ``a la Frohlich'' du groupe Det L G, H . C'est cetteÁ È K
description qui nous permet de demontrer le theoreme 1 dans le para-Â Â Á
graphe 3. Les paragraphes 4 et 5 sont consacres aux demonstrations desÂ Â
theoremes de points fixes. Le paragraphe 4 examine le cas ou G est unÂ Á Á
w xp-groupe; le logarithme, introduit et etudie dans T1, T2 , est l'outilÂ Â
principal de ce paragraphe. Enfin le paragraphe 5 traite le cas general etÂ Â
explique notamment comment se ramener au cas des p-groupes.
Ž Ž .=.2. LE GROUPE Det L G, HK
Ž Ž .=.Le but de ce paragraphe est de decrire le groupe Det L G, H . PlusÂ K
Ž . w xprecisemment considerons un ordre maximal M G de K G contenantÂ Â K
Ž . Ž .L G, H . L'homomorphisme Det defini en 4 induit les inclusionsÂK
== =w x xDet O G : Det L G, H : Det M G .Ž . Ž .Ž .Ž . Ž .K K K
Ž Ž .=. Ž =. wLe groupe Det M G est egal au groupe Hom R , O F1, Propo-ÂK V G EKxsition 2.2, Chap. II et donc bien connu; en outre des outils efficaces
Ž w x=. Ž wpermettent de decrire le groupe Det O G voir par exemple T2,Â K
xChap. VI . Notre but est d'obtenir une description du groupe
Ž Ž .=.Det L G, H a partir de celles des deux groupes qui l'encadrent.ÁK
X GX Ž G .XSi G est un sous-groupe de G, nous notons Res resp. Ind laG G
Ž .restriction resp. l'induction usuelle de caracteres.Á
Ã ÃLEMME 2.1. Si x g G, alors il existe f g H tel que
ResH x s x 1 f .Ž . Ž .G
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Preu¤e. La restriction de x a H se decompose en une somme deÁ Â
caracteres irreductibles de HÁ Â
q
HRes x s n fŽ . ÝG i i
is1
Ãavec f g H, f / f si i / j, 1 F n .i i j i
De la formule de reciprocite de Frobenius nous deduisons queÂ Â Â
² H : ² G :n s Res x , f s x , Ind f , 1 F i F q.Ž . H Gi G i H i
Nous en deduisons que x apparait dans la decomposition en somme deÂ Â
caracteres irreductibles de chaque IndG f , 1 F i F q. Si q ) 1, il existeÁ Â H i
donc 1 F i - j F q tels que
² G G :Ind f , Ind f / 0GH i H j
et donc grace encore a la formule de reciprocite de FrobeniusÃ Á Â Â
² H G :f , Res Ind f / 0.Ž . Hi G H i
Or, puisque H est central, pour tout caractere u de H nous avons l'egaliteÁ Â Â
H G w xRes Ind u s G : H OŽ .G H
² :d'ou nous deduisons que f , f / 0, ce qui est absurde.Á Â Hi j
Ã ÃLe groupe V opere sur H. Des elements f et c de H sont ditsÁ Â ÂK
V -conjugues et nous notons f ; c s'il existe v g V tel que f s c v.ÂK K
Ã 4Soit f , 1 F i F n un systeme de representants des orbites de H sousÁ Âi
l'action de V . Pour tout entier, i, 1 F i F n, nous designons par R leÂK i
ÃZ-sous-module de R engendre par les elements de G dont la restriction aÂ Â Â ÁG
H est un multiple d'un conjugue de f . Du lemme 2.1 nous deduisons laÂ Âi
decomposition de R en somme directe de V -modulesÂ G K
R s R . 9Ž .[G i
1FiFn
Le principal resultat de ce paragraphe est le theoreme suivant:Â Â Á
THEOREME 2.2. Soit KrQ une extension non ramifiee et soit f gÂ Á Âp
Ž =. Ž . Ž .Hom R , O . Alors les proprietes i et ii sont equi¤alentes:ÂÂ ÂV G EK
Ž . Ž Ž .=.i f g Det L G, H ;K
Ž . < Ž w x=. <ii f g Det O G , pour tout entier i, 1 F i F n.R RKi i
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Ã w xPreu¤e. Si f g H nous notons e l'idempotent de E G defini parÂf
1
y1e s f h h.Ž .Ýf < <H hgH
Pour tout entier i, 1 F i F n, nous posons
e s e .Ýi f
ÃfgH , f;f i
Si T est une representation irreductible de G de caractere x et de degreÂ Â Á Â
m nous obtenons, grace au lemme 2.1, queÃ
I , si x g R ,m iT e s 10Ž . Ž .i ½ 0, sinon.
Ž .Soit f un element qui satisfait ii . Pour tout entier i, 1 F i F n, il existeÂ Â
w x= Ž . Ž .Ž .donc a g O G tel que f x s Det a x pour chaque x g R . Posonsi K i i
Ž . w x Ž .a s Ý a e . Puisque L G, H contient a la fois O G et M H , nousÁi i i K K K
Ž . Ž .notons que a g L G, H . Cet element est en fait une unite de L G, HÂ Â ÂK K
dont l'inverse est l'element aX s Ý aX e ou chaque aX est l'inverse de aÂ Â Ái i i i i
w x Ž . Ž .dans O G . Grace a 10 nous obtenons que f s Det a . Nous avons doncÃ ÁK
Ž . Ž .demontre que ii implique i .Â Â
Ž . Ž Ž .=.Considerons maintenant un element f s Det x de Det L G, H .Â Â Â K
 4Soit g , 1 F j F m un systeme de representants de GrH. De la definitionÁ Â Âj
Ž .de L G, H nous deduisons que x s'ecritÂ ÂK
x s x g avec x g M H , 1 F j F m.Ž .Ý j j j K
1FjFm
De l'egalite 1 s Ý e nous deduisons que x s Ý e Ý x g .Â Â Â1F iF n i 1F iF n i 1F jF m j j
Puisque H est un p-groupe abelien et que KrQ est non ramifiee, nousÂ Âp
Ž . w x Ž .savons que e M H s e O H , 1 F i F m. Pour tout couple i, j ili K i K
w xexiste donc x g O H tel quei, j K
e x s e x .i j i i , j
Posons a s Ý x g . Nous avons ainsi decompose x en la sommeÂ Âi 1F jF m i, j j
w x Ž .=Ý a e ou a g O G pour chaque i. Puisque x g L G, H etÁ1F iF n i i i K K
que les e sont des idempotents orthogonaux, les elements a e sont desÂ Âi i i
w x Ž .unites de l'anneau O G e qui satisfont, grace a 10 ,Â Ã Ák i
Det a x s f x , ;x g R .Ž . Ž . Ž .i i
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Ž .Pour demontrer ii et achever la demonstration du theoreme, il suffit deÂ Â Â Á
w x=demontrer que a g O G , 1 F i F n. Cette propriete une consequenceÂ Â Â Âi K
du lemme suivant:
w x w xLEMME 2.3. Soit e un idempotent non nul de K H et soit x g O G .K
Ž . Ž .Alors i et ii sont equi¤alents:Â
Ž . w x=i x g O G ;K
Ž . Ž w x .=ii xe g O G e .K
Ž . Ž .Preu¤e. Il est immediat que i implique ii . Nous nous interessons a laÂ Â Á
Ž .reciproque de cette propriete. Si A est une groupe fini notons r A leÂ Â Â
w xradical de Jacobson de O A . L'homomorphisme d'anneau z ‹ ze induitK
la suite exacte
w x w x 4  40 “ J “ O H “ O H e “ 0 . 11Ž .K K
Ž .Puisque H est un p-groupe nous savons que r H est l'unique idealÂ
w x Ž .maximal de O H et que par consequent J : r H . Soit p une uniform-ÂK
isante de K et soit p s p O . L'image par la reduction modulo p deÂK K K
Ž . w xr H est le radical de Jacobson de l'anneau artinien O H mod p . C'estK K
Ž w x.donc un ideal nilpotent voir par exemple R, theoremes 6.9 et 6]10 .Â Â Á
Nous en deduisons l'existence d'un entier q tel queÂ
qq w xJ : r H : p O H . 12Ž . Ž .K
w x Ž .Par tensorisation par m O G , de 11 nous obtenons la nouvelleKO w H xK
suite exacte
w x w x w x 4  40 “ JO G “ O G “ O G e “ 0 .K K K
w x Ž .Montrons que JO G est contenu dans r G . Il suffit pour cela deK
w x Ž .demontrer que tout produit u¤ , u g J, ¤ g O G , appartient a r G .Â ÁK
Ž .qPuisque H est contenu dans le centre de G, nous avons l'egalite u¤ sÂ Â
q q Ž . Ž .q w xu ¤ , qui implique via 12 que u¤ g p O G lui-meme contenu dansÃK
Ž . w x Ž .r G . Nous concluons que JO G : r G . Cette inclusion nous permetK
w xd'achever la demonstration du lemme. Soit x g O G tel que y s xe gÂ K
Ž w x .= X w x X XO G e . Il existe x g O G tel que y s x e satisfasseK K
yyX s yX y s xX xe s xxXe s e.
X w x X Ž .C'est donc que xx y 1 g JO G . Nous en deduisons que xx g 1 q r GÂK
=w xet que par consequent x g O G .Â K
Nous terminons ce paragraphe en enoncant brievement quelques pro-Â Á
Ž Ž .=.prietes fonctorielles satisfaites par le groupe Det L G, H lorsque l'onÂ Â K
Ž .change de couple G, H ou de corps de base K. On peut se reporter aÁ
w xF1, Chap. II, paragraphe 3 pour plus de details.Â
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Soit GX un sous-groupe de G. A la restriction et a l'induction desÁ
caracteres sont associes des homomorphismes contravariantsÁ Â
IndG X s Ind: Hom R X , O= “ Hom R , O= ,Ž . Ž .G V G E V G EK K
ResG
X
s Res: Hom R , O= “ Hom R X , O= .Ž . Ž .G V G E V G EK K
En outre tout homomorphisme surjectif G “ S induit un homomor-
phisme Inf G: R “ R et par consequent un homomorphismeÂS S G
Coinf S s Coinf: Hom R , O= “ Hom R , O= .Ž . Ž .G V G E V S EK K
Ž . X X G XPROPOSITION 2.4. i On suppose G : G, H : H. Alors Ind induitG
un homomorphisme
= =X XInd: Det L G , H “ Det L G, H .Ž . Ž .Ž . Ž .K K
Ž . X GXii On suppose H : G : G. Alors Res induit un homomorphismeG
= =XRes: Det L G, H “ Det L G , H .Ž . Ž .Ž . Ž .K K
Ž . Giii On suppose que F est un sous-groupe de H. Alors CoinfG r F
induit un homomorphisme
= =Coinf: Det L G, H “ Det L GrF , HrF .Ž . Ž .Ž . Ž .K K
Ž . Ž .Preu¤e. Nous deduisons des definitions memes dans les cas i et iii etÂ Â Ã
Ž .du critere de Mackey dans le cas ii que les operations de restriction,Á Â
Ž .d'induction et d'inflation de caracteres respectent les decompositions 9 .Á Â
Les proprietes souhaitees se deduisent alors via le theoreme 2.2 desÂ Â Â Â Â Á
wproprietes analogues verifiees par les algebres de groupe F1, Chap. II,Â Â Â Â Á
xtheoreme 12 .Â Á
Considerons maintenant une extension finie de corps NrM et designonsÂ Â
 4par S s s un systeme de representants des classes a droite de V rV .Á Â Á M N
Nous definissons l'homomorphisme de normeÂ
N : Hom R , O= “ Hom R , O=Ž . Ž .Nr M V G E V G EN M
en posant
sy1sN f x s f x 13Ž . Ž . Ž .Ž .ŁNr M
sgS
Ž ‘. Ž .npour tout x g R . Notons M p s D M z .G nG 0 p
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Ž ‘.PROPOSITION 2.5. On suppose que les extensions NrM et M p rM sont
lineairement disjointes. Alors N induit un homomorphismeÂ Nr M
= =N : Det L G, H “ Det L G, H .Ž . Ž .Ž . Ž .Nr M N M
Preu¤e. Soient pn l'exposant de H et z une racine pn-ieme de l'unite.Á Â
Nos hypotheses nous permettent de choisir les elements de S laissant fixeÁ Â Â
X Ã Xz . Soient LrQ une extension, u , u g G; nous ecrivons u ; u mod VÂp L
pour exprimer que les restrictions de u , u X a H sont multiples d'elementsÁ Â Â
Ã =Ž Ž . .de H conjugues par un element de V . Soient f g Det L G, H etÂ Â Â L N
Ã =w xx g G. Nous savons grace au theoreme 2.2 qu'il existe a g O G telÃ Â Á N
que
X X X Ã Xf x s Det a x ;x g G, x ; x mod V . 14Ž . Ž . Ž . Ž .N
w x w x=Grace a F1, Chap. II, theoreme 13 , il existe b g O G tel queÃ Á Â Á M
Ž Ž .. Ž . Ž .N Det a s Det b . Nous posons g s N f . Il nous suffit pourNr M Nr M
conclure de montrer que
X X X Ã Xg x s Det b x ;x g G, x ; x mod V . 15Ž . Ž . Ž . Ž .M
Soit x X un tel caractere. Nos hypotheses impliquent que x X s
y1
; x mod VÁ Á N
Ž .pour tout s de S. Par consequent pour tout s de S nous savons par 14Â
y1 y1X s X sŽ . Ž .Ž . Ž .que f x s Det a x et 15 est donc immediat.Â
Remarque. Le resultat de la proposition reste vrai, sans hypothese deÂ Á
lineaire disjonction des que l'extension NrM est galoisienne.Â Á
3. OPERATIONS D'ADAMS
Le but ce paragraphe est de demontrer le theoreme 1. Nous commencËonsÂ Â Á
par rappeler la structure de l-anneau de R .G
Soit x le caractere d'une representation de G associee a la structure deÁ Â Â Á
w x iŽ .E G -module V. Pour tout entier i, 0 F i, nous definissons l x commeÂ
Ž .le caractere de la i-eme puissance exterieure de V si 1 F i F x 1 , leÁ Á Â
Ž .caractere trivial si i s 0 et enfin le caractere nul si x 1 - i. CetteÁ Á
definition se prolonge aux caracteres virtuels de G en posantÂ Á
li x q u s l j x liy j u ;x , u g R . 16Ž . Ž . Ž . Ž .Ý G
0FjFi
Si nous considerons pour tout entier k l'operation d'Adams c k, la formuleÂ Â
de Newton nous fournit l'egaliteÂ Â
ky1n k nyknl s y1 c l ;n G 1. 17Ž . Ž .Ý
1FkFn
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Ž .Preu¤e du Theoreme 1. L'isomorphisme 5 ramene la demonstration duÂ Á Á Â
theoreme a la preuve de l'inclusionÂ Á Á
= =kc Det L G, H : Det L G, H 18Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .ž /K K
pour tout entier k G 0.
ÃNous commencËons par demontrer un lemme. Si f g H, nous notons SÂ f
Ãle Z-sous-module de R engendre par les caracteres irreductibles de GÂ Á ÂG
dont la restriction a H est un multiple de f.Á
ÃLEMME 3.1. Soit f g H. Alors pour tout entier n G 0, on a l'inclusion
ln S : S n .Ž .f f
<Preu¤e. Soit x g S , alors il existe un entier d G 1 tel que x s df.Hf
Pour n s 0 ou n ) d le resultat est immediat. Supposons que 1 F n F d.Â Â
Nous savons que
n < n < nl x s l x s l df .Ž . Ž .Ž .H H
Puisque f est un caractere abelien de H, nous verifions facilement laÁ Â Â
n d nŽ . Ž .relation l df s f qui acheve donc dans ce cas la preuve du lemme.Án
Ž .De la formule 17 nous deduisons l'egaliteÂ Â Â
ny1 nqky1n n k nykc s y1 nl q y1 c l ;n G 2. 19Ž . Ž . Ž .Ý
1FkFny1
Cette egalite permet de deduire du lemme 3.1, par recurrence sur n,Â Â Â
l'inclusion
c n S : S n ;n G 0. 20Ž .Ž .f f
Nous en venons maintenant a la demonstration du theoreme.Á Â Â Á
Ž Ž .=.Soient f g Det L G, H et k un entier non negatif. Pour demontrerÂ ÂK
kŽ . Ž Ž .=.que c f g Det L G, H il suffit, grace au theoreme 2.3, de montrerÃ Â ÁK
que pour tout entier i, 1 F i F n,
=k w xc f g Det O G . 21Ž . Ž .Ž .K RR ii
Ž .Soit i un tel entier. Nous savons grace a 20 qu'il existe j, 1 F j F m, telÃ Á
kŽ . Ž Ž .=. w x=que c R : R . Puisque f g Det L G, H , il existe a g O G teli j K K
que
f x s Det a x ;x g R . 22Ž . Ž . Ž . Ž .j
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Nous en deduisons queÂ
c k f u s c k Det a u ;u g R .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . i
Ž w x=. k w xPuisque Det O G est stable par c CN-T, theoreme 1 , il existe doncÂ ÁK
w x= kŽ Ž .. Ž .un element b g O G tel que l'on ait c Det a s Det b , et parÂ Â K
consequentÂ
kc f s Det b .Ž . Ž .R Ri i
4. LE CAS DES p-GROUPES
Supposons que KrQ soit une extension galoisienne de groupe dep
Ž =.Galois S. Ce groupe opere naturellement sur Hom R , O selon laÁ V G EK
regleÁ
sy1s sf x s f x ;s g S , ;x g R . 23Ž . Ž .Ž . G
Ž w x=.La restriction de S a Det O G induit une action definie parÁ ÂK
=s s w xDet x s Det x ;s g S , ; x g O G . 24Ž . Ž . Ž .K
ÃSupposons maintenant que KrQ est non ramifiee. Si f g H, tout ele-Â Â Âp
ment s de S provient, par restriction a K, d'un unique element deÁ Â Â
Ž Ž . Ž ..Gal K f rQ f . Soient i, 1 F i F n, R le sous-groupe de R defini auÂp i G
Ž =.paragraphe 2, et soit f g Hom R , O tel queV G EK
=w xf s Det x , x g O G .Ž . KR Ri i
Puisque R est stable par S, pour tout s g S nous avonsi
s sf s Det x .Ž .R Ri i
Ž Ž .=.Nous en deduisons via le theoreme 2.2 que Det L G, H est stable parÂ Â Á K
S. Le but de ce paragraphe est demontrer les theoremes 2 et 3 lorsque GÂ Â Á
est un p-groupe, c'est-a-dire les theoremes 4 et 5 ci-dessous. Si S opereÁ Â Á Á
sur l'ensemble X nous notons X S l'ensemble de points fixes par S.
THEOREME 4. Soit KrQ une extension finie et non ramifiee de groupe deÂ Á Âp
Galois S. Soient G un p-groupe fini et H un sous-groupe abelien facteur directÂ
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de G. Alors on a
S= =Det L G, H s Det L G, H .Ž . Ž .Ž . ž /K Q p
THEOREME 5. Soit KrQ une extension finie et non ramifiee de groupe deÂ Á Âp
Galois S. Soient G un p-groupe fini et soit z une racine de l'unite d'ordre uneÂ
puissance de p. Alors on a
S= =w x w x w xDet O G s Det Z z G .ž / ž /K Ž z . p
Ž .  4Remarques. i On note que le theoreme 4, lorsque H s 1 , et leÂ Á
w xtheoreme 5, lorsque z s 1, sont le theoreme des points fixes de T1 .Â Á Â Á
Ž .ii Comme on le constate dans les demonstrations qui suivent, leÂ
theoreme 5 s'etend au cas ou l'on remplace O par toute algebreÂ Á Â Á ÁK Ž z .
w xO m Z z ou z est une racine de l'unite d'ordre premier a p surÁ Â ÁK Ž z . m m
laquelle S opere via son action sur le premier facteur; c'est par raison deÁ
simplicite que nous nous restreignons au cas enonce.Â Â Â
ÃDemonstration du Theoreme 4. Si f g H nous notons R le sousÂ Â Á f
Z-module de R engendre par les caracteres irreductibles de G dont laÂ Á ÂG
restriction a H est un multiple de f. Nous nous proposons de demontrer:Á Â
Ã =w x Ž . <PROPOSITION 4.1. Soit f g H et soit x g O G tel que Det x soitRK f
w x=in¤ariant par S. Alors il existe y g Z G tel quep
Det y s Det x .Ž . Ž .R Rf f
ÃMontrons d'abord que la proposition 4.1 pour tout f de H implique le
theoreme 4.Â Á
Ž Ž .=.SSoit f g Det L G, H . Soit i, 1 F i F n, un entier. On suppose RK i
Ãdefini par f g H. Nous deduisons du theoreme 1 et de la proposition 4.1Â Â Â Á
w x=l'existence de y g Z G tel quep
f s Det y . 25Ž . Ž .R Rf f
Soit x g R ; alors il existe v g V et un entier positif m tel quei K
< v v
y1 Ž .x s mf . Nous en deduisons que x g R . Grace a 25 nous avonsÂ Ã ÁH f
f x v
y1 s Det y x vy1 .Ž .Ž . Ž .
Puisque f commute avec l'action de V nous en deduisons queÂK
vy1 vy1f x s Det y xŽ . Ž . Ž .
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< Ž . <et nous concluons que f s Det y et par consequent, via le theoremeÂ Â ÁR Ri i
=Ž Ž . .2.2, que f g Det L G, H .Q p
L'essentiel de ce paragraphe est consacre a la demonstration de laÂ Á Â
proposition 4.1.
 4Nous commencËons par observer que le resultat est vrai si H s 1 ,Â
w xpuisque c'est le theoreme des points fixes de T1 . Nous allons raisonnerÂ Á
Ãpar recurrence sur l'ordre de H. Tout caractere f g H est obtenu parÂ Á$
X X Xinflation a partir d'un caractere f g H , ou H est un quotient cycliqueÁ Á Á
de H et fX est un caractere fidele de H X. Puisque pour toute extensionÁ Â
LrQ la surjection canonique induit un homomorphisme surjectifp
= =Xw x w xO G “ O GL L
ou G s H = U et GX s H X = U, il suffit de demontrer la proposition 4.1Á Â
lorsque H est cyclique et f est un caractere fidele de H. C'est ce que nousÁ Á
supposons dorenavant.Â
Ž =.Pour toute extension LrQ nous introduisons le groupe Hom R , Op f E
et l'homomorphisme de restriction
= =w xp : Det O G “ Hom R , O ,Ž .Ž .L L f E
Det x ‹ x ‹ Det x x ;x g R .Ž . Ž . Ž .Ž . f
Nous posons
Y G s Im p , X G s ker p . 26Ž . Ž . Ž .L L L L
De la suite exacte de S-modules
=w x 4  41 “ X G “ Det O G “ Y G “ 1Ž . Ž .Ž .K K K
nous deduisons la suite exacteÂ
S=S S 1w x 41 “ X G “ Det O G “ Y G “ H S , X G . 27Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .K K K K
Puisque le theoreme des points fixes nous fournit l'egaliteÂ Á Â Â
S= =w x w xDet O G s Det Z G ,Ž . ž /K p
il nous suffit pour demontrer la proposition 4.1 de demontrer queÂ Â
1  4H S , X G s 1 . 28Ž . Ž .Ž .K
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Nous notons pn l'ordre du groupe H, designons par a un generateur de HÂ Â Â
et posons c s a p ny 1, s s Ý py1ci. Puisque f est fidele sur H, si T est uneÁis0
Ž .representation de G de caractere x , x g R , nous avons T s s 0.Â Á f
Ž w x.Puisque s g Rad O G , nous en deduisons l'inclusionÂK
w xDet 1 q s O G : X G . 29Ž . Ž .Ž .K K
Ž Ž ..Lorsque G est abelien, l'application a ‹ Det a nous permet d'identifierÂ
w x= Ž w x=.les groupes O G et Det O G . Il est alors facile de verifier queÂK K
Ž .dans ce cas l'inclusion 29 est une egalite.Â Â
Soit Gab le groupe G rendu abelien. Si LrQ est une extension, nousÂ p
posons
w x w ab xa G s Ker O G “ O G .Ž . Ž .L L L
La decomposition en produit direct G s H = U induit la decompositionÂ Â
ab ab w x w ab xG s H = U . Nous savons que l'homomorphisme O G “ O GL L
Žinduit un homomorphisme en fait une surjection puisque G est un
.p-groupe
== abw x w xDet O G “ Det O GŽ . ž /L L
Ž Ž ..et notons que Det 1 q a G est le noyau de cet homomorphisme. AinsiL
nous obtenons un homomorphisme de groupes
X G “ X Gab .Ž . Ž .K K
Ž ab. w ab xLe groupe X G est egal a 1 q s O G . Puisque tout element deÂ Á Â ÂK K
w ab x w x Ž .1 q s O G se releve en un element de 1 q s O G , l'inclusion 29Á Â ÂK K
Ž . Ž ab.implique que X G “ X G est surjectif et induit la nouvelle suiteK K
exacte
 4 X ab  41 “ X G “ X G “ X G “ 1 30Ž . Ž . Ž . Ž .K K K
ou nous posonsÁ
X X G s X G l Det 1 q a G . 31Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .K K K
Ž . Ž .De 30 nous deduisons que pour demontrer 28 , il suffit de demontrerÂ Â Â
1Ž X Ž ..  4 1Ž Ž ab..  4que H S, X G s 1 et H S, X G s 1 . La premiere egaliteÁ Â ÂK K
Ž .est demontree en 51 et la seconde est la proposition 4.8. NousÂ Â
X Ž . Ž .commencËons par decrire les groupes X G et X G . L'outil essentielÂ K K
w xest ici le logarithme introduit dans T1 et de facËon independante par R.Â
w xOliver O dont nous rappelons brievement la definition. On peut seÂ Â
w xreporter a T2, Chap. VI pour plus de details.Á Â
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Nous designons par C l'ensemble des classes de conjugaison de G, parÂ G
Ž .V G le K-espace vectoriel de base C et par F l'application K-lineaireÂK G
w x Ž . Ž . Ž .de K G dans V G induite par g ‹ F g , pour g g G, ou F g designeÁ ÂK
la classe de conjugaison de g. Si f designe l'automorphisme de FrobeniusÂ
Äde KrQ , nous notons c l'application Q -lineaireÂp p
fpÄ Äw x w xc : K G “ K G , c r s c r 32Ž . Ž . Ž .
ou c p est l'application K-lineaire induite par l'application p-ieme puis-Á Â Á
p Äsance g ‹ g sur G. L'endomorphisme c induit une endomorphisme de
Ž .V GK
n F g ‹ n f F g pŽ . Ž .Ý Ýg g
ggG ggG
Äque nous notons egalement c .Â
Ž w x. Ž .Pour tout r g Rad O G nous notons L 1 y r la somme de la serieÂK 1
convergente
‘ n ‘ nÄpr c rŽ .
y qÝ Ýn nns1 ns1
et nous definissons le logarithmeÂ
w xL : 1 q Rad O G “ V G 33Ž . Ž .Ž .K K
w xcomme le compose F( L . Nous savons par T2, Chap. VI, theoreme 1.22Â Â Á1
que L induit un isomorphisme de S-module
n : Det 1 q a G “ pF a G . 34Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .K K
1Ž X Ž ..Une etape essentielle dans la demonstration de l'egalite H S, X G sÂ Â Â Â K
 41 est la proposition suivante:
PROPOSITION 4.2. On a l'egaliteÂ Â
X X G s Det 1 q s a G .Ž . Ž .Ž .K K
La proposition 4.2 se deduit de trois lemmes:Â
LEMME 4.3.
Än Det 1 q s a G s pF s y c a G .Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .K K
Ž .Preu¤e. Par raison de simplicite nous posons a s a G , V sÂ K
Ž . w xV G , . . . lorsque K et G sont fixes. Soit R le radical de O G . PourÂK K
CASSOU-NOGUES ET TAYLOR350
tout x g R nous avons l'egaliteÂ Â
ÄL 1 y x s p y c F(log 1 y x . 35Ž . Ž . Ž .Ž .
Soit x s s r, r g a. Nous avons alors
‘ n n ‘ ny1 ns r p r s
log 1 y s r s y s ys s log 1 y pr . 36Ž . Ž . Ž .Ý Ýn n pns1 ns1
Ä n n nÄ nŽ . Ž .De l'egalite c s r rn s p c r rn nous deduisons queÂ Â Â
Ä Äc log 1 y s r s c log 1 y pr . 37Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
Ž . Ž . Ž .Nous obtenons alors, a partir de 35 , 36 , et 37 , l'egaliteÁ Â Â
ÄL 1 y s r s s y c (F(log 1 y pr ; r g a . 38Ž . Ž . Ž .Ž .
Ž . 2De la congruence log 1 y pr ’ ypr mod pr pour tout r g a par un
argument standard de convergence nous deduisons l'egaliteÂ Â Â
log 1 q pa s pa . 39Ž . Ž .
Ž . Ž .Les egalites 37 et 38 demontrent le lemme.Â Â Â
LEMME 4.4.
Ä Äs y c V G l pF a G s p s y c F a G .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .K K K
Preu¤e. Puisqu'il est immediat que le membre de droite est contenuÂ
dans celui de gauche, il nous suffit de demontrer l'autre inclusion. DeÂ
l'egalite G s H = U et donc Gab s H = U ab nous deduisons que toutÂ Â Â
Ž . Ž .element z de a G s'ecrit sous la forme z s Ý xa avec a g a UÂ Â Â x g H x x
Ž .; x g H. Pour tout x g H resp. u g U nous verifions facilement queÂ
F xu s xquqy1 : q g U . 4Ž .G
Ainsi une telle classe de conjugaison peut etre noteeÃ Â
F xu s xF u .Ž . Ž .G U
Ž .Nous en deduisons que tout element Z g V G s'ecrit de maniere uniqueÂ Â Â Â Á
Z s xZ avec Z g V U ; x g H . 40Ž . Ž .Ý x x
xgH
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Puisque a est un generateur de H, nous avonsÂ Â
H s akqm p ny 1 : 0 F k - pny1 , 0 F m - p . 4
Ž .Soit Z g V G que nous ecrivonsÂ
Z s akqm p ny 1Z avec Z g V U . 41Ž . Ž .Ý Ý k , m k , m
ny1 0Fm-p0Fk-p
Puisque pour tout m, 0 F m - p, s am p ny 1 s s nous obtenons l'egaliteÂ Â
s Z s s ak Y avec Y s Z . 42Ž .Ý Ýk k k , m
ny1 0Fm-p0Fk-p
ÄŽ . Ž .Calculons maintenant c Z . En utilisant 41 nous obtenons que
Ä k pÄ Ä kc Z s a c Z s c a Y . 43Ž . Ž . Ž .Ý Ý Ýk , m kž /
ny1 ny10Fm-p0Fk-p 0Fk-p
Ž . Ž .De 42 et 43 nous deduisons queÂ
Ä Ä ks y c Z s s y c Y ou Y s a Y . 44Ž . Ž . Ž .ÁŽ . Ž . Ý k
ny10Fk-p
ÄŽ .Ž . Ž Ž ..Supposons maintenant que s y c Z g pF a G , il nous suffit de
montrer, pour achever la demonstration du lemme, que l'element Y,Â Â Â
Ž . Ž Ž ..associe a Z via 44 , appartient a pF a G .Â Á Á
ÄŽ .Ž .Nous ecrivons s y c Y sous la formeÂ
Ä kqm p ny 1s y c Y s a YŽ .Ž . Ý Ý k
ny1 0Fm-p0Fk-p
ptÄy a c Y . 45Ž . Ž .Ý k
ny10Ft-p
Ž Ž ..Nous montrons maintenant que Y g pF a U pour tout entier k,k U
0 F k - pny1, en raisonnant par recurrence sur la valuation p-adique deÂ
Ž .k. Nous ecrivons 45 sous la formeÂ
akqm p
ny 1
YÝ Ý k
ny1 0Fm-pŽ .0Fk-p , k , p s1
pŽuqm p ny 2 . Ä ny 2q a Y y c Y . 46Ž .Ž .Ý Ý ž /pu uqm p
ny2 0Fm-p0Fu-p
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ÄŽ .Ž . Ž Ž .. Ž .Puisque s y c Y g pF a G nous deduisons de 46 et de l'uniciteÂ Â
Ž . Ž .de l'ecriture 40 d'un element de V G , les proprietesÂ Â Â Â Â
Y g pF a U ;k , 0 F k - pny1 et ¤ k s 0,Ž . Ž .Ž .k U p
Ä ny2ny 2Y y c Y g pF a U ;u , m , 0 F u - p , 0 F m - p.Ž .Ž .Ž .pu uqm p U
47Ž .
Ž Ž ..Supposons maintenant que Y g pF a U pour tout entier l tel quel U
Ž . Ž .¤ l F r - n y 2. Soit k tel que ¤ k s r q 1. Nous ecrivons k s pl.Âp p
ÄŽ . Ž .Nous savons, puisque ¤ l F r que Y , et donc c Y , appartient aÁp l l
ÄŽ Ž .. Ž . Ž . Ž Ž ..pF a U . Or, de 47 nous deduisons que Y y c Y g pF a UÂU k l U
Ž Ž ..d'ou nous concluons que Y g pF a U . Nous avons ainsi demontre queÁ Â Âk U
Ž . Ž .Y g pF a , ce qui demontre via 44 l'inclusion cherchee.Â Â
LEMME 4.5.
X Än X G s s y c V G l pF a G .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .Ž .K K K
Ž .Preu¤e. De 29 nous deduisons queÂ
n Det 1 q s a ; n X XŽ . Ž .Ž .
ce qui demontre via les lemmes 4.3 et 4.4 que le membre de droite estÂ
contenu dans celui de gauche.
Ž . XSoit Z s Det 1 y r , Z g X . De la definition de n nous deduisons queÂ Â
ÄŽ . Ž .Ž Ž .. Ž . Ž . Ž . Ž .n Z s p y c A r ou A r s F(log 1 y r g V G . Grace a 34Á Ã Á
Ž . Ž .nous savons que n z g pF a ; il nous suffit donc de demontrer queÂ
Ž . Ž .pA r s sA r . Posons
A r s n x , n g K , ; x g C .Ž . Ý x x
xgC
Nous obtenons alors
sA r s n cm x ou c s a p ny 1 .Ž . ÁÝ Ýx
0Fm-pxgC
Ã <Soit x g G tel que x soit un multiple de u . Nous avons alorsH
x sA r s n u cm x x .Ž . Ž . Ž .Ž . Ý Ýx
0Fm-pxgC
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Nous en deduisons queÂ
0, si x g R v pour un element v de VÂ Âf K
x sA r sŽ .Ž . ½ px A r , sinon.Ž .Ž .
48Ž .
Or, par definition, nous savons queÂ
x A r s x F(log 1 y r s log Det 1 y r x .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .
Ž . X Ž .Ž .Puisque Det 1 y r g X , nous savons que Det 1 y r x s 1 pour tout
x g R v ou v est un element de V . Nous concluons donc queÁ Â Âf K
Ãx sA r s x pA r ;x g GŽ . Ž .Ž . Ž .
Ž . Ž .ce qui implique que sA r s pA r , et acheve la demonstration du lemme.Á Â
Nous pouvons maintenant achever la demonstration de la propositionÂ
4.2.
Les lemmes 4.3, 4.4 et 4.6 impliquent les egalitesÂ Â
X Än X G s n Det 1 q s a G s p s y c F a G . 49Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .K K K
Ž Ž .. Ž .Puisque n : Det 1 q a G “ V G est injective, nous en deduisonsÂK K
X Ž . Ž Ž ..que X G s Det 1 q s a G .K K
Nous deduisons maintenant de la proposition 4.2 que, comme dans leÂ
Ž .cas abelien, l'inclusion 29 est en fait une egalite.Â Â Â
COROLLAIRE 4.6.
w xX G s Det 1 q s O G .Ž . Ž .K K
Ž .Preu¤e. Compte tenu de 29 il suffit de demontrer queÂ
w xX G : Det 1 q s O G . 50Ž . Ž .Ž .K K
ab Ž .Notons s: G “ G la surjection canonique. Soit z s Det x un elementÂ Â
Ž . Ž Ž .. Ž ab. Ž .de X G . Puisque Det s x g X G et puisque l'inclusion 50 estK K
w ab xvraie, si G est abelien, nous obtenons l'existence de ¤ g O G tel queÂ K
Ž Ž .. Ž . XDet s x s Det 1 q s ¤ . Soient u un relevement de ¤ et x s 1 q s u.Á
X w x= X YPuisque x g O G , nous decomposons x en le produit x x . PuisqueÂK
Y Xy1 Ž Y . X Ž .x s xx nous en deduisons que Det x g X G . La proposition 4.2Â K
Ž Y . Ž Ž ..nous permet de conclure que Det x g Det 1 q s a G et par conse-ÂK
X YŽ . Ž . Ž w x.quent Det x Det x g Det 1 q s O G .K
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X Ž . w xCOROLLAIRE 4.7. X G est un Z S -module libre.K p
Preu¤e. Grace a la proposition 4.2 et au lemme 4.3, puisque n respecteÃ Á
ÄŽ .Ž Ž Ž ...l'action de S, il suffit de montrer que p s y c F a G est unK
Äw x Ž .Z S -module libre. Montrons que l'application s y c induit un isomor-p
w xphisme de Z S -modulep
Ä Äs y c : s F a G “ p s y c F a G .Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .K K
De l'egaliteÂ Â
Ä Äs y c s F r s p s y c F r ; r g a GŽ . Ž . Ž .Ž .Ž . Ž . k
Änous deduisons que s y c definit une application surjective qui commuteÂ Â
avec l'action du groupe S, qui est commutatif. Montrons que l'application
ÄŽ Ž .. Ž .Ž .est injective. Soit z g s F a G tel que s y c z s 0; posons z sK
Ž Ž ..Ý n x. Puisque pour tout x g H, xF a G est contenu dansx g C x K
ÄŽ Ž .. Ž Ž ..F a G , z g F a G et donc Ý n s 0. De l'egalite s z s c z nousÂ ÂK K x x
Ä2 ÄŽ . Ž .tirons c z s pc z , et en reiterant le procede, nous obtenons l'egaliteÂ Â Â Â Â Â
Äm my1ÄŽ . Ž .pour tout entier m, c z s p c z . Or, puisque G est un p-groupe, il
existe un entier m tel que pour tout entier m, m G m , on ait0 0
f m
mÄc z s n s 0.Ž . Ý xž /
xgC
ÄŽ . Ž Ž ..Nous en deduisons que 0 s c z s s z. Or, puisque z g s F a G , ilÂ K
s'ecrit sous la forme z s s y. C'est donc que s z s s 2 y s ps y s 0 etÂ
donc que s y s z s 0, ce qui demontre l'isomorphisme souhaite.Â Â
Ž Ž .. Ž Ž ..Puisque s F a G est isomorphe a O m s F a G et que leÁK K Z Qp p
w xtheoreme de base normale d'anneaux d'entiers affirme que O est Z S -Â Á K p
Ž Ž .. w xmodule libre, nous concluons que s F a G est Z S -module libre.K p
w x X Ž .Nous deduisons de ce corollaire S, IX que X G est cohomologique-Â K
ment trivial et qu'en particulier
1 X  4H S , X G s 1 . 51Ž . Ž .Ž .K
Pour achever la demonstration de la proposition 4.1, et donc du theoremeÂ Â Á
3, il nous suffit de demontrerÂ
PROPOSITION 4.8.
1 ab  4H S , X G s 1 .Ž .Ž .K
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Preu¤e. Compte tenu des resultats precedents il nous suffit de montrerÂ Â Â
que, si W s H = V est un p-groupe abelien ou H est un groupe cycliqueÂ Á
et s s Ý py1ci avec c un element d'ordre p de H, alorsÂ Âis0
1 w x  4H S , 1 q s O W s 1 .Ž .K
Nous commencËons par observer que pour tout entier m, m G 1,
mq 1 w x1 q x ‹ x mod p s O WK
induit une suite exacte de S-modules
m w xp s O WKmq1 mw x w x 4  41 “ 1 q p s O W “ 1 q p s O W “ “ 0 .K K mq1 w xp s O WK
52Ž .
m w x w xPuisque p s O W est un Z S -module libre, il est cohomologiquementK p
Ž .trivial, ce qui implique via 52
1 w x 1 m w xH S , 1 q s O W s H S , 1 q p s O W ;m G 0Ž . Ž .K K
1Ž w x.  4et l'on conclut a l'egalite H S, 1 q s O W s 0 par un argumentÁ Â Â K
standard de convergence.
Nous pouvons maintenant encore deduire de la proposition 4.2 leÂ
corollaire suivant
COROLLAIRE 4.9. On a l'egaliteÂ Â
SX G s X G .Ž . Ž .K Q p
Preu¤e. Le resultat est immediat si G est abelien. Ainsi, puisqueÂ Â Â
1Ž X Ž ..  4 Ž .H S, X G s 1 , la suite exacte 30 ramene la demonstration deÁ ÂK
l'egalite souhaitee aÂ Â Â Á
SX XX G s X GŽ . Ž .K Q p
Ž .et donc via 49 a l'egaliteÁ Â Â
SÄ Äs y c F a G s s y c F a G . 53Ž . Ž . Ž .Ž .Ž . Ž . Ž .K Q p
Ä SŽ . Ž Ž .. Ž .Soit Z g s y c F a G . Nous pouvons ecrire, grace a 44Â Ã ÁK
Ä kZ s s y c Y avec Y s a Y , Y g F a U .Ž . Ž .Ž .Ž . Ý k k K
ny10FkFp
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Nous en deduisonsÂ
Ä vs y c Y y Y s 0 ;v g SŽ .Ž .
Ž . Ž v .et donc cf. la demonstration du corollaire 4.7 s Y y y s 0, ;v g S;Â
c'est-a-direÁ
akqm p
ny 1
Y v y Y s 0 ;v g S. 54Ž .Ž .Ý Ý k k
ny10FmFp 0FkFp
Ž Ž ..Puisque Y g F a U nous concluons quek K
S
Y g F a U s F a UŽ . Ž .Ž . Ž .k K Q p
ÄŽ . Ž Ž ..et qu'ainsi Z g s y c F a G .Q p
Demonstration du Theoreme 5. Le groupe G est maintenant un p-Â Â Á
groupe quelconque. Supposons que z est d'ordre pn. Nous introduisons le
n Ãgroupe H cyclique d'ordre p engendre par a et nous definissons f g HÂ Â
ÄŽ .en posant f a s z . Posons G s H = G. Puisque H est un p-groupe, le
caractere f induit un homomorphisme surjectifÁ
= =Ä w xw xO G “ O GK K Ž z .
et donc un homomorphisme surjectif
= =U Ä w xw xf : Det O G “ Det O G .ž /ž /K K Ž z .
Ä =w xSi x g O G , nous avons les egalitiesÂ ÂK
U Ãf Det x u s Det x fu ;u g GŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .
U ÄŽ .ce qui implique que ker f est egal au groupe X G . Nous obtenonsÂ K
ainsi la suite exacte
= =Ä Ä w xw x 4  41 “ X G “ Det O G “ Det O G “ 1 55Ž .Ž . ž /ž /K K K Ž z .
dont nous deduisonsÂ
S SS = =Ä Ä w xw x 41 “ X G “ Det O G “ Det O GŽ . ž /ž /K K K Ž z .
1 Ä“ H S , X G . 56Ž .Ž .Ž .K
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ÄPuisque G satisfait les hypotheses du theoreme 4 nous en deduisons, graceÁ Â Á Â Ã
Ž .a 51 , a la proposition 4.8, au corollaire 4.9 et au theoreme usuel de pointsÁ Á Â Á
fixes, la nouvelle suite exacte
S= =Ä Ä w xw x 4  41 “ X G “ Det Z G “ Det O G “ 1 . 57Ž .Ž . ž /Q p K Ž z .ž /p
Ž .Or, la suite exacte 56 , lorsque K s Q , s'ecritÂp
= =Ä Ä w x w xw x 4  41 “ X G “ Det Z G “ Det Z z G “ 1 . 58Ž .Ž . ž /Q p pž /p
Ž . Ž .Nous deduisons de 57 et 58 l'egalite souhaitee.Â Â Â Â
5. LE CAS GENERAL
Le but de ce paragraphe est de demontrer les theoremes 2 et 3.Â Â Á
L'essentiel des demonstrations consiste a ramener le cas general a celuiÂ Á Â Â Á
des p-groupes ou nous pouvons utiliser les resultats du paragrapheÁ Â
precedent.Â Â
Nous terminons ce paragraphe en montrant que la conclusion du
theoreme 2 reste valable lorsque KrQ est moderement ramifiee.Â Á Â Â Âp
Demonstration des Theoremes 2 et 3Â Â Á
Nous commencËons par demontrer que le theoreme 3 implique leÂ Â Á
theoreme 2.Â Á
Nous supposons donc demontre le theoreme 3. Nous conservons lesÂ Â Â Á
notations du paragraphe precedent. Le groupe G est produit direct deÂ Â
H = U. Comme precedemment, pour demontrer le theoreme 2 il suffit deÂ Â Â Â Á
demontrerÂ
PROPOSITION 5.1. On suppose H cyclique. Soit f un caractere fidele de HÁ Á
w x= Ž . <et x g O G tel que Det x soit in¤ariant par S. Alors il existeRK f
w x=y g Z G tel quep
Det y s Det x .Ž . Ž .R Rf f
Preu¤e. Le groupe H est d'ordre pn. Nous designons par z une racineÂ
primitive d'ordre pn.
w x= Ž . <Soit x g O G tel que Det x soit invariant par S. Nous ecrivonsÂRK f
Ž .x s Ý Ý x hu et nous posons x s Ý Ý x f h u. L'ele-Ã Â Âhg H ugU h, u hg H ugU h, u
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w xment x appartient a O U et satisfaitÃ Á K Ž z .
ÃDet x u s Det x fu ;u g U. 59Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ã
Ž .Puisque les extensions K et Q z sont lineairement disjointes sur Q ,Âp p
<l'homomorphisme v ‹ v permet d'identifier les groupes de GaloisK
Ž Ž . Ž ..Gal K z rQ z et S. Nous obtenons ainsip
v v ÃDet x u s Det x fu ;u g U, ;v g SŽ . Ž . Ž . Ž .Ã
et par consequentÂ
v ÃDet x u s Det x u ;u g U. 60Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ã Ã
w xw x=Le theoreme 3 affirme l'existence de z g Z z U tel queÂ Á p
ÃDet x u s Det z u ;u g U. 61Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ã
Nous observons que le noyau de l'homomoprhisme surjectif
w x w x w xZ G “ Z z U , ¤ ‹ ¤Ãp p
est engendre par la somme s des elements w de H tels que w p s 1.Â Â Â
p w xPuisque s s ps , cet element appartient au radical de Z G . Nous enÂ Â p
w x=deduisons que z possede un relevement y dans Z G pour lequel nousÂ Á Á p
avons
ÃDet y fu s Det z u s Det x fu ;u g U 62Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
ce qui demontre la proposition.Â
Demonstration du Theoreme 3. La demonstration consiste en deuxÂ Á Â
etapes. Nous commencËons par ramener le cas general a celui des groupesÂ Â Â Á
Q-p-elementaires puis le cas des groupes p-elementaires a celui desÂ Â Â Â Á
p-groupes.
Nous rappelons que, si l est un nombre premier, un groupe est dit
Q-l-elementaire s'il est produit semi-direct d'un sous-groupe cyclique nor-ÂÂ
mal d'ordre premier a l par un l-groupe; il est dit elementaire s'il estÁ ÂÂ
Q-l-elementaire pour un nombre premier l.Â Â
PROPOSITION 5.2. Si le theoreme 3 est ¤rai pour tous les sous-groupesÂ Á
Q-p-elementaires de G, alors il est ¤rai pour G.ÂÂ
Comme dans le cas usuel, ou z s 1, nous avons les proprietes suivantes,Á Â Â
que nous rassemblons dans un lemme, qui se demontrent mutatis mutan-Â
w x w xdis comme dans F1, Chap. 2, paragraphe 6 ou T2, Chap. 6 .
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Ž .LEMME 5.3. i Si le theoreme est ¤rai pour tout sous-groupe Q-elementaireÂ Á ÂÂ
de G, il est ¤rai pour G.
Ž .ii Si le theoreme est ¤rai pour tout sous-groupe Q-p-elementaire de G,Â Á ÂÂ
alors le groupe
S=w xDet O Gž /K Ž z .
=S w xDet O Gž /K Ž z .
est d'ordre premier a p.Á
Ž .iii Pour tout groupe, V, Q-l-elementaire, l / p, le groupeÂÂ
S=w xDet O Vž /K Ž z .
=S w xDet O Vž /K Ž z .
est un p-groupe.
Montrons comment la proposition se deduit du lemme. Compte tenu duÂ
Ž .lemme 5.3 i , il suffit demontrer que le theoreme est vrai egalement pourÂ Â Á Â
les groupes Q-l-elementaires, l / p. Soit V un tel sous-groupe et soit T leÂ Â
groupe quotient
S=w xDet O Vž /K Ž z .
.
=S w xDet O Vž /K Ž z .
Ž .Nous savons par le lemme 5.3 ii que T est d'ordre premier a p. Or leÁ
Ž .lemme 5.3 iii affirme que T est un p-groupe. C'est donc que T s 1 ce qui
demontre le resultat souhaite.Â Â Â
Nous proposons maintenant de demontrer le theoreme lorsque G estÂ Â Á
Q-p-elementaire. Nous commencËons par introduire quelques notations.Â Â
Nous supposons dorenavant que G est le produit semi-direct d'unÂ
p-groupe P par un sous-groupe cyclique et normal C, d'ordre s non-divisi-
ble par p.
Pour tout diviseur m de s nous fixons z une racine primitive m-iemeÁm
de l'unite un caractere x de C d'ordre m. L'action par conjugaison de PÂ Á m
sur C, apres composition par x , induit un homomorphismeÁ m
² :a : P “ Aut z .m m
Ž .Nous posons H s Ker a et A s PrH .m m m m
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Si LrQ est une extension de corps, nous posonsp
w x w xO m s O m Z z . 63Ž .L L Z m
w x w xL'action de P sur Z z induit une action de A sur O m . Sim m L
l'extension LrQ est galoisienne de groupe de Galois S, l'action de S surp
w xO permet de munir O m d'une structure de S-module. Pour touteL L
extension LrQ et tout diviseur m de s nous definissonsÂp
= =w xn : Det O G “ Hom R , O 64Ž .Ž . Ž .m , L L V H EL m
en posant
G Ãn Det a u s Det a Ind x u ;u g H .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .m , L C H m mm
Nous notons n s Ł n .L m < s m , L
w xLes resultats de T2, VI, paragraphe 3 s'expriment de la maniereÂ Á
suivante:
Ž .LEMME 5.4. i Pour tout di¤iseur m de s
A m= =w x w x w xn Det O G ; Det O m H .Ž . Ž .ž /m , L L L m
Ž .ii n est un homomorphisme injectif de S-moduleL
A m= =w x w x w xn : Det O G “ Det O m H .Ž . Ž .ŁL L L m
<m s
Ž .iii Si LrQ est non-ramifiee, n est un isomorphisme.Âp L
Nous nous proposons maintenant de generaliser, sous certainesÂ Â
Ž .hypotheses, la propriete iii de ce lemme.Á Â Â
Soit z une racine primitive d'ordre pn de l'unite. Soient KrQ uneÂ p
Ž .extension non ramifiee et finie de Q et L s K z . Nous rappelons queÂ p
w xw x w xA opere sur O m H via l'homomorphisme a sur O m et parÁm L m m L
conjugaison sur H .m
LEMME 5.5. A¤ec les notations precedentes, n est un isomorphisme deÂ Â L
groupes.
Preu¤e. La strategie de la demonstration est celle de la demonstrationÂ Â Â
du theoreme 5. Les resultats du paragraphe precedent se generalisentÂ Á Â Â Â Â Â
mutatis mutandis au cas ou l'on remplace l'anneau d'entiers O parÁ K
w xl'algebre O m Z z . Nous posonsÁ K Z m
w x w x w x w xS s O m Z z , S z s O z m Z z .K Z m K Z m
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Soient D un groupe cyclique d'ordre pn de generateur a, f le caractereÂ Â Á&ÄŽ . Ž .de D defini par f a s z . Notons G resp. H le produit direct de GÂ m
Ž . Uresp. H par D. Le caractere f induit un homomorphisme surjectif fÁm
et des homomorphismes c U tels que le diagramme suivant soit commu-m
tatif:
n &K = A6 m= Ž w x .Ł Det S HÄŽ w x .Det O G m < s mK
6
UU Łcf m
6
nL= = A6 mŽ w x . Ž w xw x .Det O G Ł Det S z H .K Ž z . m < s m
Nous savons, grace au lemme 5.4, que n est un isomorphisme et que nÃ K L
est injectif. Il nous suffit donc pour conclure de montrer que pour tout
entier m, c U est surjectif. Considerons la suite exacte de A -modulesÂm m
Ž .analogue a la suite exacte 55Á
= =Ä Ä w x w x 4  41 “ X H “ Det S H “ Det S z H “ 1 . 65Ž .Ž . Ž .S m m mž /
Nous en deduisonsÂ
A mA =mÄ Ä 41 “ X H “ Det S HŽ .S m mž /
A m= 1 Äw x w x“ Det S z H “ H A , X H . 66Ž .Ž .Ž . ž /m m S m
1 ÄŽ Ž ..  4Il nous suffit donc de monter que H A , X H s 1 . Si nousm S m
Ž .considerons comme en 30 la suite exacte de A -modulesÂ m
X Ä Ä Äab 4  41 “ X H “ X H “ X H “ 1 67Ž .Ž . Ž . Ž .S m S m S m
il suffit de montrer
1 Äab  4H A , X H s 1 , 68Ž .Ž .ž /m S m
1 X Ä  4H A , X H s 1 . 69Ž .Ž .ž /m S m
Ž .La preuve de 68 est une generalisation triviale de celle de la proposi-Â Â
tion 4.8.
X ÄŽ . Ž . w xPour demontrer 69 il suffit de montrer que X H est un Z A -Â S m p m
Ž .module libre. Ceci se deduit de 49 et de l'isomorphisme decrit dans laÂ Â
Ž .demonstration de 4.7 qui nous permettent d'ecrire l'isomorphisme deÂ Â
A -modulem
X Ä ÄX H ( s F a H .Ž . Ž .ž /S m S m
CASSOU-NOGUES ET TAYLOR362
Ä ÄŽ Ž .. Ž Ž .. w xPuisque s F a H ( s F a H m S et que S est un Z A -S m Q m Z p mp p
X ÄŽ . w xmodule libre, nous en deduisons que X H est egalement un Z A -Â ÂS m p m
Ž .module libre. Nous avons ainsi demontre l'egalite 69 qui acheve laÂ Â Â Â Á
demonstration du lemme 5.5.Â
Nous pouvons maintenant demontrerÂ
LEMME 5.16. Si le theoreme 3 est ¤rai pour tout p-groupe, alors il est ¤raiÂ Á
pour tout groupe Q-p-elementaire.ÂÂ
Preu¤e. Nous conservons les notations precedentes. Le groupe G estÂ Â
Q-p-elementaire, KrQ est une extension finie et non ramifiee de groupeÂ Â Âp
de Galois S, z est une racine d'ordre une puissance de p et L designe leÂ
Ž . Ž .corps K z . Nous designons par M le corps des invariants de K z par S.Â
Ž . Ž w x=.SSoit Det x un element de Det O G . Grace au lemme 5.5 montrerÂ Â ÃL
Ž . Ž w x=.que Det x appartient a Det O G equivaut a montrer que pour toutÁ Â ÁM
Ž Ž .. Ž w xentier m qui divise s, n Det x appartient au groupe Det O mm , L M
w x=. A m Ž Ž .. Ž w xH . Nous savons que n Det x appartient Det O mm m , L L
w x=.S=A mH . Puisque H est un p-groupe nous deduisons du theoreme 5Â Â Ám m
l'egaliteÂ Â
S= =w x w x w x w xDet O m H s Det O m H 70Ž .Ž . Ž .L m M m
et par consequent la propriete voulue.Â Â Â
Nous avons donc grace aux lemmes 5.3 et 5.6 ramene la demonstrationÃ Â Â
du theoreme 3 au cas ou le groupe G est un p-groupe. Or, dans ce cas ilÂ Á Á
s'agit du theoreme 5, demontre au paragraphe precedent. Ceci termineÂ Á Â Â Â Â
donc la demonstration du theoreme 3.Â Â Á
Ž .Remarque. Nous avons en fait utilise en 70 le theoreme 5 sous uneÂ Â Á
forme plus generale. On verifie immediatement que les demonstrations duÂ Â Â Â Â
paragraphe 4 s'etendent mutatis mutandis a la situation consideree.Â Á Â Â
Nous etendons maintenant au cas modere les resultats du theoreme 2.Â Â Â Â Â Á
PROPOSITION 5.17. On suppose que KrQ est une extension moderementÂ Âp
ramifiee. Alors les conclusions du theoreme 2 sont ¤alables.Â Â Á
Preu¤e. Nous voulons generaliser dans notre situation la methode deÂ Â Â
w xT2, theoreme 6 . Notons D le groupe d'inertie de KrQ et designons parÂ Á Âp
M le corps des invariants de K par D. Il est facile de montrer que grace auÃ
w xtheoreme 2.2, la methode de T , theoreme 6 , nous permet de demontrerÂ Á Â Â Á Â2
Ž .le resultat des que KrQ et Q z rQ sont lineairement disjointes.Â Á Âp p p p
Supposons cette hypothese non satisfaite et, par raison de simplicite,Á Â
Ž Ž ..supposons meme que z appartient a K. Posons D s Gal KrM z .Ã Áp 0 p
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Nous remarqons que les idempotents e , 1 F i F n, definis au paragrapheÂi
Ž .2 sont les memes pour le corps K et le corps M z . Comme dans le casÃ p
precedent ceci nous permet de montrer l'inclusionÂ Â
D 0= =Det L ; Det L .Ž . ž /K M Ž z .p
Il suffit donc pour achever la demonstration de la proposition de montrerÂ
l'inclusion
D= =Det L ; Det L 71Ž .Ž . Ž .K M
Ž .lorsque K s M z .p
Nous reprenons les notations du paragraphe 2 avec M pour corps de
= Ž .base. Soit z g L tel que Det z soit invariant par D. Pour demontrer queÂK
Ž . Ž = .Det z apprtient a Det L il suffit de demontrer queÁ ÂM
=Det z g Det L , 1 F i F n. 72Ž . Ž .Ž .M RR ii
w xNous numerotons les idempotents e de M H introduits au paragraphe 2Â i
de maniere que e soit associe au caractere trivial de H. Tout caractere xÁ Â Á Á1
de R est obtenu par inflation d'un caractere de U. Il existe doncÁ1
w x=b g O U tel que l'on ait1 K
G ÃDet z Inf u s Det b u ;u g U.Ž . Ž . Ž .Ž .U 1
Ž v. Ž .Pour tout v de D nous savons que Det z s Det z et que par conse-Â
Ž v. Ž . w xquent Det b s Det b . On applique T , theoreme 6 pour conclure aÂ Á Á1 1 2
w x= Ž . Ž .l'existence de c dans O U tel que Det b s Det c . Si a est un1 M 1 1 1
w x=relevement de c dans O G nous avons alorsÁ 1 M
Det z s Det a . 73Ž . Ž . Ž .1R R1 1
w xNous observons maintenant que pour 2 F i F n, l'idempotent e de M Hi
w xse decompose en une somme de p y 1 idempotents e de K H permutesÂ Âi, j
transitivement par D. Nous en deduisons la decompositionÂ Â
L= e s L= e . 74Ž .ÝK i K i , j
1FjFpy1
Ž .Puisque K s M z et que 2 F i nous verifions l'egaliteÂ Â Âp
L= e s L= e , 2 F i F n , 1 F j F p y 1. 75Ž .K i , j M i , j
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Ž . Ž .Fixons i, 2 F i F n. Grace a 74 et 75 l'element ze se decompose en laÃ Á Â Â Âi
somme
ze s z e , z g L= , 1 F j F p y 1. 76Ž .Ýi i , j i , j i , j M
1FjFpy1
Soit x un caractere irreductible de G appartenant a R . Il existe j,Á Â Á i
1 F j F p y 1, tel que
Det z x s Det ze x s Det z x . 77Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .i , j i , j
Ž .Montrons que Det z ne depend pas de j. Soit 1 F j / k F p y 1. IlÂi, j
v Ž . Ž v.existe v g D tel que e s e . De l'egalite Det z s Det z nous dedui-Â Â Âi, k i, j
sons que
Det ze x s Det z ve x .Ž . Ž . Ž .Ž .i , j i , j
Ž .Or de 76 nous obtenons que
vv vz e s ze s z e . 78Ž . Ž .Ýi i i , l i , l
1FlFpy1
Nous en deduisons queÂ
Det z x s Det z x . 79Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .i , j i , k
Posons z s z . Nous avons donc demontreÂ Âi i, 1
Det z s Det z . 80Ž . Ž . Ž .iR Ri i
Ž . Ž . Ž .L'inclusion 71 se deduit de 73 et 80 .Â
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